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摘要 : 基于 群 代数 理论 ， 本 文 描 述 了 如 何 构 建 s, d 两 轨道 能 级 下 的 全 同 费 米子 体系 与 全 同 玻 色 子 体系 
四 极 -四 极 相互 作用 动力 学 ， 据 此 探讨 了 全 同性 原理 对 核 多 体系 统 动力 学 结构 的 影响 。 结 果 表 明 ， 给 定 
粒子 数 情况 下 全 同 费 米子 体系 中 低 自 旋 态 的 空间 维 数 的 要 比 全 同 玻 色 子 系统 中 同样 自 旋 态 的 空间 维 
数 大 的 多 ， 意 味 着 同等 条 件 下 前 者 包含 更 多 更 丰富 的 转动 带 结构 。 本 文 分 析 展 示 了 一 个 基于 SU(3) 群 
代数 理论 分 析 核 结构 模型 的 简单 实例 。 
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核 物理 是 新 世纪 科学 发 展 最 重要 的 前 沿 学 科 之 一 , 而 新 一 代 核 物理 实验 装置 03 的 建造 和 运行 必 将 大 大 
促进 现代 核 物理 研究 的 发 展 。 例 如 ， 在 我 国 广东 省 惠州 市 正在 建造 的 强 流 重 离子 加 速 器 CHIAF 项 目 ) U! 
将 成 为 国际 上 脉冲 束 流 强度 最 高 的 重 离子 加 速 器 装置 ， 其 主要 科学 目标 之 一 就 是 解决 包括 超重 元 素 合成 、 
远离 稳定 线 核 区 约 数 和 壳 层 演化 等 一 系列 重要 的 核 物理 前 治 问题 。 虽 然 传统 核 结 构 模 型 《如 壳 层 模型 和 集 
体 模 型 ) 已 经 在 理解 原子 核 结构 性 质 及 其 演化 规律 上 获得 了 巨大 成 功 ， 但 随 着 未 来 这 些 大 科学 装置 上 核 物 
理 实验 的 开展 0 3 及 相关 核实 验 理 论 方法 此 的 改进 ， 有 可 能 产生 对 原子 核 基本 性 质 的 突破 性 认识 ， 进 而 促 
进 现 有 核 结构 模型 的 新 发 展 甚至 催生 新 的 核 结构 理论 。 

群 代数 理论 在 许多 核 结构 模型 的 发 展 过 程 中 发 挥 着 非常 重要 的 作用 ,除了 可 以 用 来 描述 核 多 体系 统 对 
称 性 ， 还 可 以 指导 核 结构 模型 求解 甚至 是 具体 物理 模型 构建 。 一 个 重要 例子 就 是 相互 作用 玻 色 子 模型 ( 简 
称 BEM) 岛 ， 该 模型 假定 价 核 子 〈 费 米子 ) 在 低 激发 运动 中 主要 配 成 S、D 两 种 费 米 子 对 《〈 库 伯 对 ) ， 并 假 
定 这 些 费 米 子 对 可 以 近似 用 s, d 玻 色 子 来 描述 ， 进 而 偶偶 核 的 低能 四 极 集体 结构 可 以 用 s, d 相互 作用 玻 色 
子 系统 来 对 应 。s，d 玻 色 子 生成 的 最 大 动力 学 对 称 群 为 U(6)， 包 含 一 个 子 群 对 称 性 就 是 SUB), 该 对 称 性 
可 以 自然 应 用 于 描述 中 重 质量 形变 核 的 转动 能 谱 性 质 。 由 于 在 具体 计算 中 两 种 玻 色 子 的 单 粒 子 能 量 取 值 


uu 


收 稿 日 期 : 2023-06-28; 修改 日 期 : 2023-11-22 

基金 项 目 : 国家 自然 科学 基金 资助 项 目 (12375113，11875158) 

作者 简介 : 王 金 凤 (1998 一 )， 女 (满族)， 辽 宁 省 鞍山 人 ， 人 硕士 研究 生 ， 从 事 核 结 构 研 究 
+ 通信 作者 : IKE, E-mail: dizhangyu_physics@163.com 


AE, 可 以 等 价 认为 全 同 玻 色 子 仅 占 据 s, d 两 个 轨道 能 级 。 
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LL 体 约 化 过 程 可 以 利 
昔 述 ， 即 第 一 行 包含 万 个 方块 ， 第 二 行 包含 户 个 方 
图 ， 而 总 自 旋 量子 数 表 示 为 S=(h- 户 /2， 总 的 粒子 
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的 不 可 约 表 示 ， 而 Sy 分 别 为 U(6) 2SU(3) 和 SU(3) >2SO(3) 的 约 化 重复 度 指 标 03]。 


下 面 举例 说 明 如 何 确定 s, d 76 n] TRO T RG ELA AS AE E ERRARE SACAR Td, HT GEE 
述 半 个 全 同 费 米 子 组 成 的 多 体系 统 总 波 函 数 必须 是 全 反对 称 的 ， 对 应 U(12) 的 [1 表示 。 图 1 中 给 出 了 
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图 1 (A) U(12) 群 全 反对 称 表示 []3 约 化 的 示意 图 。 B) U(6) 群 全 对 称 表示 [20] 约 化 的 示意 图 。 


两 费 米 子 系统 U(12) 群 的 表示 约 化 杨 图 示意 图 ,。 当 n=2 时 ,从 图 1(A) 中 可 以 看 出 U(12) 群 的 全 反对 称 表示 [19] 
包含 了 轨道 位 形 U(6) 群 的 两 个 不 可 约 表 示 , 分 别 为 对 称 表示 [20] 和 反对 称 表示 [11]。 相 应 自 旋 群 SU(2) 的 表 
示 则 为 U(6) 群 表示 的 共 轿 表示 ， 进 一 步 根据 公式 $=( 有 i-p)/2 得 到 自 旋 量子 数 S=0 以 及 5=1。U(6) 群 不 可 约 
表示 进一步 约 化 到 SU(3) 群 不 可 表示 的 约 化 规则 比较 复杂 ， 但 对 于 简单 的 n=2 情形 也 可 以 利用 杨 图 方法 来 
描述 。 由 于 s，d 壳 层 单 粒子 波 函 数 按照 SU(3) 群 的 六 维 [20] 表 示 变 换 ， 可 以 用 图 中 所 示 的 1 行 2 列 方块 杨 
图 来 标记 ， 两 粒子 系统 对 应 的 SU(3) 不 可 约 表示 就 由 两 个 [20] 表 示 的 直 积 给 出 ， 即 U(6) 群 的 [20] 表 示 约 化 可 
从 中 提取 。 采 用 杨 图 方法 可 直接 拼 出 两 粒子 系统 的 SU(3) 群 不 可 约 表示 杨 图 仅 包 含 [40]，[22] 和 [31] 三 种 情 
况 。 进 一 步 利 用 乏 正 群 维 数 公式 计算 出 这 三 个 SU(3) 不 可 约 表示 的 维 数 分 别 为 15，6 和 15$， 而 U(6) 群 的 对 
称 表示 [20] 维 数 是 21， 反 对 称 表示 [11] 维 数 是 1 5， 总 的 维 数 正好 等 于 36。 利 用 (4=fi-p, uxfo-f). SUFE 
的 三 个 不 可 约 表示 重新 标记 为 4, u)-(4, 0), (0, 2), (2, D)。 再 考虑 到 U(6) 群 的 对 称 表示 一 定 包 含 子 群 的 对 称 表 
示 。 如 图 1B) 所 示 ， 结 合 表 示 维 数 可 以 推 类 出 U(6) 群 的 对 称 不 可 约 表示 [20] 可 以 约 化 出 SU(3) 群 两 个 不 可 
约 表示 [40] 与 [22]， 对 应 (4, W= (4, 0) 和 (0, 2)。 同 理 ， 而 U(6) 的 反对 称 表示 [11] 表 示 则 直接 约 化 为 SU(3) 表 示 
[31], SMA, w= (2, 1)。 进 一 步 ，SU(3) 约 化 到 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 (由 轨道 角 动 量 量子 数 工 来 标记 》 可 
日 下 面 的 规则 定 出 : 
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For K^0, L-K, K+1, K+2, ..., K+max [A, u] 


For K=0, L=max [4, u], max [A, u]-2, max [4, u]-4, ..., 0 or 1 (3) 


其 中 Komin[A, uJ, min[A, u]-2, ..., Oor 1， 每 个 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 的 维 数 为 2L+1。 据 此 可 以 证 明 SU) 


的 (4, 0) 表 示 包 含 [=0, 2, 4, MO, 2) 表 示 包 含 [=0, 2, (2, 1) 表 示 则 包含 L-1,2, 3。 总 角 动量 由 轨道 角 动 量 和 自 
旋 按 照 角 动量 法 则 =|L-5|, |L-S|+1, |L-S]}+2, ..., L+S 给 出 , 可 能 取 值 为 J=0, 1, 2, 3, 4. 这 样 , 我 们 得 就 到 了 s, 
d 这 两 费 米子 系统 空间 的 完备 组 态 。 对 于 更 多 全 同 费 米子 s，d 壳 组 态 位 形 可 以 在 文献 [14] 中 找到 ， 本 文 关 
于 全 同 费 米子 SU(3) 位 形 推导 参考 了 文献 [15] 中 的 讨论 。 
3 全 同 玻 色 子 系统 

假定 单 粒子 自 旋 s=0, 同样 只 允许 占据 三 0 和 1-2 两 个 轨道 , 则 多 粒子 体系 对 应 一 个 两 能 级 全 同 玻 色 子 


(boson) & Zt , 相应 模型 其 实 就 是 卫 M 模型 加。 只 不 过 IJBM rPÉS SE CT 3E EAMT ERA £82] f J7—0* 


或 者 7 =2 的 集体 对 (可 参考 SD 对 壳 模 型 0513))， 而 不 是 简单 的 认为 是 两 个 价 核子 同时 占据 在 单 粒子 s 轨道 


或 d 轨道 。 虽 然 物理 含义 上 有 区 别 ， 然 而 从 群 表 示 理 论 决 定 态 矢 量 空间 计算 来 看 ， 是 把 sd 玻 色 子 直 接 看 
成 分 别 占据 在 sd 5& (1=0 和 =2 两 个 能 级 轨道 ) 上 的 玻 色 子 还 是 看 成 源 于 S. D 费 米子 对 〈 角 动量 为 0 和 
2 的 对 ) 近似 的 玻 色 子 ， 这 两 种 观点 在 数学 处 理 上 没有 区 别 ， 所 以 仍然 可 以 从 两 轨道 能 级 (s, qd) 的 SUG) 群 
代数 理论 出 发 来 确定 全 同 玻 色 子 系统 波 函数 。 为 方便 表述 ,本 文 统 一 用 sd 党 上 全 同 粒 子 来 描述 自 旋 S=1/2 
的 费 米 子 和 自 旋 S=0 的 玻 色 子 。s, d 玻 色 子 系统 的 最 大 动力 学 对 称 群 同样 为 U(6), 单 玻 色 子 产生 源 灭 算 符 
满足 相应 对 易 关 系 , 保证 组 态 空 间 波 函 数 满足 交换 对 称 性 。 也 就 是 说 n 个 全 同 玻 色 子 体系 中 的 U(6) 群 只 包 
含 一 个 全 对 称 表示 ,用 一 行 杨 图 In] 来 标记 。 由 于 已 经 假定 单 粒子 自 旋 s=0， 总 波 函 数 仅 由 轨道 部 分 来 描述 ， 
完备 基 矢 空间 对 应 的 群 链 为 (这 里 只 考虑 SU(G3) 对 称 性 )U(6)2SU(3) 2SOQ), 相应 态 矢 量 标 记 为 In(4, DLM 
”， 可 以 看 出 各 种 量子 数 标记 与 前 面 费 米子 系统 轨道 部 分 一 样 。U(6) 群 全 对 称 不 可 约 表示 到 SU(3) 的 表示 约 
化 相对 简单 ， 可 由 下 面 的 规则 定 出 : 


(A, u) =(2n,0)®(2n-4, 2)6(2n-8,4)0... 
®(2n—6,0) ®(2n-10,2)®... (4) 


©(2n-12,0)@(2n-16,2)®... 


可 以 看 出 U(6) 群 全 对 称 不 可 约 表 示 到 SU(3) 群 的 表示 约 化 是 简单 可 约 的 ， 不 需要 引入 约 化 重复 度 指 标 ， 而 
进一步 SU(G3) 群 到 SO(3) 群 的 约 化 规则 已 经 由 前 面 给 出 的 公式 (3) 定 出 ， 这 样 我 们 就 完全 确定 了 任意 个 全 
同 玻 色 子 系统 的 态 矢量 位 形 。 
4 ”SU (3) 转动 谱 

下 面 以 长 程 四 极 -四 极 相互 作用 Q-Q 作为 方案 哈密 顿 量 来 对 比分 析 两 种 全 同 粒子 系统 中 的 SU(3) 谱 结 
构 。 为 了 简化 计算 ， 这 里 的 四 极 矩 算 Q REJ SU(3) 代 数 生成 元 ， 进 而 Q-Q 相互 作用 项 就 可 以 用 SUG) EE 
卡 西 米尔 算 符 和 角 动量 算 符 来 表达 。 对 于 全 同 费 米子 (fermion) 系 统 ， 角 动量 算 符 和 四 极 算 符 定义 为 3; 
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这 里 的 求 和 是 对 所 有 核子 求 和 。 而 全 同 玻 色 子 系统 中 的 角 动 量 和 四 极 矩 算 符 我 们 采用 BM 模型 中 的 定义 : 


p - fio(a* xd)" (7) 


Q? =2/2 (a xs xd)? - Na (ar xd)” (8) 
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可 以 证 明 上 面 两 种 定义 给 出 角 动 量 算 符 与 四 极 算 符 满足 同样 的 对 应 关系 


[L, ; L, | = A (lu,lv|lu + v) Liw 


[L Q, ]=-V6 (1u,2v |2u 4 v)Q, ,, (9) 
[9,.0,] 2 3Qu. 2v|lu +v} L,,,, 


进而 构成 了 SUGHI 8 个 代数 生成 元 。 相 应 二 阶 卡 西 米 尔 算 符 可 以 统一 表示 为 : 
C4[SUQ)]-1/4Q?- Q®+3/4L-L (10) 
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表 1 n =4 全 同 费 米 子 与 玻 色 子 系统 的 组 态 位 形 


Fermion U(12) U(6) ® SU(2) SUG) ® SU(2) SUQ) 
[1111] [22]€ (S20) C(4 2)®(3 1)®(2 0)®(0 4)? @(S=0) 03? 1 25 3244526 
@[211]®@(S=1) ((5 O82 DAB DDA DAO 1)) @(S=1) 0° 18 213 310 49 54 6? 
@[1111]®@(S=2) (1 2) @(S=2) 0 132333 435 
Boson U(6) SU(3) SOG) 
[4] (8 0)@(4 2)6(0 4)@(2 0) 042°3 475678 


接 下 来 ， 我 们 以 n=4 为 例 对 比分 析 全 同 旨 米子 与 全 同 玻 色 子 系统 中 的 四 极 -四 极 动 力学 。 需 要 指出 
s, d 壳 轨 道 最 多 能 填 12 个 全 同 费 米子 ， 考虑 到 粒子 - 空 六 对 称 性 ，4 寓 米 子 与 8 费 米 子 的 s, d 壳 组 态 位 形 是 
一 样 的 。 所 以 n=4 时 ， 全 同 费 米子 系统 和 全 同 玻 色 子 系统 就 相当 于 给 出 了 4 对 核子 分 别 在 考虑 不 相 容 原理 
约束 和 没有 考虑 不 相 容 原理 (近似 成 玻 色 子 〉 两 种 情况 下 的 比较 。 另 一 方面 ， 如 果 把 玻 色 子 看 对 应 价 核子 
XP. n-4 费 米 子 系统 则 又 对 应 n=2 的 玻 色 子 系统 。 为 同时 从 这 两 个 不 同 角度 进行 比较 ， 我 们 在 下 面 的 图 中 
给 出 n=2 与 n=4 的 玻 色 子 系统 能 谱 以 及 n=4 费 米 子 系统 能 谱 。 我 们 首先 在 表 1 中 列 出 n=4 时 s, d 两 轨道 能 
级 全 同 费 米子 系统 和 全 同 玻 色 子 系统 的 全 部 组 态 位 形 。 从 表 中 可 以 看 出 ， 全 同 费 米 子 体 系 包 含 更 多 SUB) 
表示 位 形 ， 意 味 着 给 定 角 动 量 体 系 的 完备 组 态 空间 更 大 。 例 如 ， 玻 色 子 系统 只 包含 1 个 3* 态 和 3 45$. 
全 同 费 米子 系统 包含 了 13 个 3* 诉 发 态 和 16 个 4S, 而 且 全 同 费 米子 系统 还 包含 了 全 同 玻 色 子 系统 所 不 
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图 2 n=2,4 时 全 同 玻 色 子 (boson) 系统 和 n=4 时 全 同 费 米子 (fermion) 系 统 的 SU(3) 转 动 谱 (单位 任意 ), 不 同 转动 带 用 SUG) 
表示 量子 数 (4, 0) 来 标记 ， 对 于 费 米子 系统 只 列 出 总 自 旋 S=0 对 应 的 结果 。 


如 上 所 述 , 图 2 中 给 出 n=4 时 全 同 费 米子 以 及 n=2,4 时 全 同 玻 色 子 系统 在 四 极 -四 极 相互 作用 下 生成 的 
转动 谱 , 注意 Q-Q 相互 作用 强度 通常 取 负 值 。 从 图 2 中 可 以 看 到 n=4 时 两 种 全 同 粒子 系统 在 四 极 相互 作用 
下 均 可 以 生成 多 条 转动 带 结构 ， 但 全 同 玻 色 子 系统 中 的 最 大 角 动 量 为 /=8， 出 现在 基态 转动 带 中 ;然而 对 


应 的 费 米 子 系统 的 最 大 角 动 量 为 6， 出 现在 伽 马 带 中 ， 其 基态 带 的 最 高 角 动 量 仅 为 二 4。 这 意味 着 费 米 
TRAE PH BCE2; 61 下 41) 的 跃迁 为 带 间 跃迁 ， 其 路 迁 强 度 较 弱 ， 而 同样 的 跃迁 在 玻 色 子 系统 中 为 带 内 
跃迁 ， 属 于 强 跃迁 。 除 此 之 外 , 还 需要 强调 的 是 四 极 -四 极 相互 作用 主导 的 全 同 玻 色 子 系统 的 基态 位 形 总 是 


由 SU(G) 的 全 对 称 表示 (4, u)- Qn, 0) 来 决定 ， 对 应 一 个 长 覃 球形 变 ， 而 相应 费 米 子 系统 的 基态 位 形 由 所 谓 领 


头 阶 SU(3) 表 示 来 决定 ， 通 常 对 应 刚性 三 轴 形 变 ， 例 如 n-4 时 ( 见 图 1) 的 领 尖 阶 表示 为 (4, /=(4, 2)。 男 外 ， 
从 图 中 还 可 以 看 到 全 同 玻 色 子 系统 仅 包 含 K 为 偶数 的 转动 带 , 而 全 同 费 米子 系统 除 耻 为 偶数 的 转动 带 还 


包含 玉 为 奇数 的 转动 带 ， 这 些 特征 均 表 明 相 同 条 件 下 全 同 费 米子 系统 共有 更 为 丰富 复杂 的 多 体 动力 学 结 


构 。 进 一 步 从 图 
两 条 K=0 转动 带 共 五 条 能 级 。 
值得 提 及 的 是 ， 文 献 [19] 也 讨论 了 sd 壳 全 同 费 米 子 系统 对 称 性 相关 问题 ， 


可 以 看 到 ， 如 玻 色 子 数 进一步 减 小 至 n=2， 则 玻 色 子 模型 空间 将 变 得 极为 简单 ， 仪 包含 


并 重点 强调 了 U(5) 动 力学 


对 称 性 对 7S 低 激 发 能 级 的 描述 ， 而 本 文采 用 的 CC 相互 作用 更 多 强调 的 是 SU(3) 动 力学 对 称 性 ， 这 一 点 


可 以 从 公式 C10) 中 的 SU(3) 卡 西 米 尔 算 符 的 定义 明确 看 出 。 另 外 ， 本 文 讨论 没有 考虑 同位 旋 自 由 度 ， 而 
文献 [19] 中 关于 全 同 费 米子 系统 的 对 称 性 分 析 包 含 了 同位 旋 自由 度 。 还 需要 指出 的 是 ， 本 文 讨论 的 两 轨道 


能 级 全 同 玻 色 子 系统 与 全 同 费 米子 系统 对 应 的 模型 应 用 范围 并 不 相同 ， 前 者 对 应 BM 模型 的 SU(3) 极 限 ， 
] 于 描述 轻 核 转动 谱 。 因 此 ， 


主要 应 用 于 描述 中 重 质 量 区 大 形变 核 性 质 ， 而 后 者 对 应 s, d 这 模型 ， 更 多 应 | 


两 者 的 动力 学 差别 更 多 体现 在 不 同 质量 区 低能 转动 结构 的 差别 。 虽 然 本 文 给 出 的 例子 仅 限 于 理论 讨论 ， 类 
似 于 图 2 中 的 玻 色 子 型 转动 谱 已 经 在 大 形变 稀土 核 (如 Er) 中 观测 到 ， 而 形 如 图 中 的 费 米子 型 转动 能 谱 
也 可 在 中 等 质量 核 〈 如 Mg) 中 近似 看 到 ， 但 更 准确 的 描述 实验 可 能 还 需要 考虑 除 O-O 相互 作用 外 其 它 


相互 作用 《如 对 力 ) 的 贡献 。 
5 结论 


理论 在 包括 IBM 等 多 个 重要 核 结构 模型 的 发 展 过 程 中 扮演 着 不 可 或 缺 的 角色 ， 


自从 上 个 世纪 六 十 年 代 Elliott 在 壳 模 型 中 引入 SUG3) 对 称 性 方案 以 来 400，SU(3) 对 称 性 及 SU(3) 群 代数 
近年 来 又 在 近似 SU(3) 对 称 


性 模型 四 和 无 芯 壳 模型 2 计算 发 展 中 发 挥 重要 作用 。 本 文 介绍 了 如 何 利用 SU(3) 群 代数 技术 生成 s, d 两 轨 
道 能 级 下 全 同 费 米子 和 全 同 玻 色 子 系统 动力 学 ， 据 此 对 比分 析 了 全 同性 原理 对 这 两 种 全 同 粒 子 系统 转动 谱 


结构 的 影响 。 结 果 表 明 ， 两 能 级 系统 下 的 全 同 费 米 子 系统 动力 学 要 远 比 全 同 玻 


色 子 系统 动力 学 更 为 丰富 ， 


也 更 复杂 。 当 前 的 比较 仅 限 于 轨道 和 自 旋 自由 度 , 进一步 考虑 需要 引入 同位 旋 自 


由 度 , 进而 全 同 费 米 子 s, d 


两 能 级 系统 的 最 大 动 对称 群 为 UC4)03491， 而 相应 玻 色 子 系统 IBM-3) 的 最 大 动力 学 对 称 群 则 为 U(18) 31, 
可 以 想象 此 时 的 两 类 全 同 粒子 系统 的 能 谱 结构 将 更 为 复杂 。 另 外 ,本 文 仅 考 虑 了 四 极 -四 极 相互 作用 ， 当 引 
进 对 相互 作用 后 ， 还 可 以 比较 两 类 全 同 粒子 系 统 在 不 同 相互 作用 竞争 下 的 动力 学 演化 行为 〈 形 状 相 变 ) ， 


这 些 都 是 我 们 进一步 的 研究 方向 。 
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The SU(3) Dynamics in the Identical Fermion and Boson Systems 


WANG Jinfeng, ZHOU Xiaogi, ZHANG Yu', 
(Department of Physics, Liaoning Normal University, Dalian 116029, Liaoning, China) 


Abstract: Based on the group-algebra theory, we illustrate how to build the quadrupole-quadrupole dynamics for the identical 
fermion and boson systems within the s, d single-particle orbits, by which the influence of identity principle on the many-body 
dynamical structures of nuclei is discussed. The results indicate that the dimension of low-spin states in the identical fermion system 
with a given number of particle is much larger than the corresponding situation in the identical boson system, which means that the 
former can involve a richer rotational structure than the latter under similar conditions. The present analysis provides an example for 
analyzing nuclear structural model using the SU(3) group-algebra theory. 


Key words: SU(3) group; quadrupole-quadrupole interaction; shell model; the interacting boson model 
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